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Resumo

Este artigo relata uma experiéncia de sala de aula realizada com alunos do ensino
secundédrio que pretende compreender os processos de raciocinio em geometria
utilizados pelos alunos enquanto resolvem tarefas desafiantes. Apresentam-se alguns
relatos de sala de aula ocorridos numa turma de 11° ano mostrando os caminhos
escolhidos por estes alunos para a realizacdo de uma dessas tarefas, que envolve a
utilizacdo de um ambiente de geometria dindmica (AGD). Os processos de raciocinio
utilizados, incluindo estratégias de resolucdo de problemas, estabelecimento de
conjeturas, explicacio e prova sdo realcados e discutidos.

Palavras-chave: Raciocinio em geometria, estratégias de resolucdo de problemas, conjetura,
prova, ambiente de geometria dindmica.

Introducao

Esta apresentagdo insere-se numa experiéncia de ensino de natureza exploratdria (Ponte,
2005) visando compreender os processos de raciocinio utilizados por alunos do ensino
secunddrio enquanto resolvem tarefas desafiantes, assim como identificar
potencialidades das tarefas que contribuam para o desenvolvimento do raciocinio. As
tarefas envolvem conceitos geométricos basicos, e pretende-se que o ponto de partida da
sua exploracdo seja a intuicdo e a visualizagdo, mas que abram caminho para a
explicacdo e a prova.

De acordo com o Programa de Matemética do Ensino Secundario (ME-DES, 2001)
reconhece-se que o desenvolvimento do raciocinio € essencial para o sucesso dos alunos
na escola e na sua vida futura, e deste modo os processos de raciocinio usados pelos
estudantes na atividade matemaética sao de particular importancia para o professor, uma
vez que o seu conhecimento pode proporcionar meios mais eficazes de organizacdo do
ensino. Uma visd@o da matemadtica como raciocinio opde-se a outra visdo da matematica
como uma atividade orientada por regras (Yackel & Hanna, 2003). A atividade
matematica escolar fica assim dependente de qual destas visdes predomina na sala de
aula. De acordo com estas autoras, a €nfase no raciocinio pressupde um tipo de
compreensdo relacional, em oposicdo a uma compreensdo instrumental. Neste dltimo
modelo as explicacdes e justificagdes sdo redundantes, j4 que os alunos se limitam a
seguir instrugdes com regras fixas. Pelo contrdrio, a primeira exige dos alunos que
descrevam a sua atividade de modo que os colegas possam reconhecer que é legitima, o
que pressupode explicacdo e justificacdo. Este modelo € mais abrangente porque permite
o desenvolvimento de multiplos modos de navegar entre tdpicos matematicos.



Assumindo que hd espaco e necessidade de compreensdo instrumental da matematica
em muitos contextos de ensino e aprendizagem, defende-se contudo a importancia da
mobilizacdo de conhecimentos prévios e do estabelecimento de relagdes que permite
uma compreensao mais profunda. Um meio de atingir esse objetivo € apresentar aos
alunos questdes para as quais possam desenvolver resolucdes pessoais e significativas
sem a orientacdo direta do professor, procurando estimular o estabelecimento de
conexodes e a reflexdo. Seguiu-se assim esta metodologia nas aulas inseridas nesta
experiéncia, favorecendo o aparecimento de vérias resolucdes diferentes da mesma
tarefa. O facto de a resolucdo de cada aluno poder ser diferente das escolhidas pelos
seus colegas induz a necessidade de procurar uma explicagdo que convenga 0s seus
pares bem como uma justificacdo que legitime as suas acOes. Neste sentido, a atividade
matematica que serd descrita estd intimamente relacionada com o processo de raciocinio
matemadtico. Neste trabalho, o AGD utilizado pelos alunos — a sua utilizacdo era
opcional mas todos recorreram a ele - surgiu como uma mais-valia. Deve referir-se a
sua importincia na elaboracdo e teste de conjeturas que constituem uma parte
fundamental do raciocinio indutivo (NCTM, 2000).

Nesta configuragdo, a principal questdo que pretendiamos explorar era: As tarefas
utilizadas sdo adequadas para estimular o raciocinio abdutivo, indutivo e dedutivo dos
alunos, designadamente apelando a sua intuicdo geométrica e a necessidade de prova?

Apresentam-se relatos de sala de aula e alguns resultados da realiza¢do de uma tarefa.

Tipos de Raciocinio Matematico

Descrevem-se sumariamente os principais tipos de raciocinio considerados, procurando
o estabelecimento de pontes com a visualizac¢do e a intuic¢ao.

Raciocinio abdutivo, indutivo e dedutivo

Consideram-se habitualmente dois tipos fundamentais de raciocinio: raciocinio indutivo
e raciocinio dedutivo (Pimentel & Vale, 2012). O primeiro parte do particular para o
geral, da observacdo de dados sobre os quais se formulam hipéteses exploratérias, e,
com base em experiéncias em varios outros casos, generaliza para um conjunto mais
vasto. O segundo surge da necessidade de verificar a validade dessa generalizagdo, e
baseia-se em argumentos légicos do tipo modus ponens. Esta necessidade de verificagao
€ uma carateristica propria da matematica enquanto ci€ncia. Pode mesmo afirmar-se que
a matematica se consubstancia nesta necessidade de prova (Davis & Hersch, 1995).

Contudo, vérios autores (e.g. Radford, 2008), com base no trabalho de Peirce,
estabelecem outro tipo de raciocinio: o raciocinio abdutivo. De acordo com a Stanford
Encyclopedia of Philosophy (2010), Peirce apresenta a abducdo como uma fase criativa,
de producdo de hipdteses exploratérias, tornando-se assim evidente como as ideias
aparecem inicialmente na mente. O autor acredita que, embora este seja 0 modo de
inferéncia menos seguro, € necessdrio por uma questdo de economia de tempo da
investigacdo, € o seu sucesso estd condicionado pela intui¢do e pelo conhecimento
prévio. Neste estddio pode predizer-se uma conclusao de uma forma necessariamente
incompleta, ainda sem deducdo, mas, por outro lado, é impossivel validar
dedutivamente um resultado sem uma conjetura prévia. A formalizacdo sé pode
constituir o dltimo passo. Polya (1954) chama raciocinio plausivel ao estadio inicial de
criacdo, defendendo que, antes de atingir a certeza absoluta, terd de ser feita uma



conjetura plausivel. Rivera e Becker (2007) defendem que, enquanto a abducdo consiste
em escolher uma hipétese, a inducdo envolve a sua testagem. A abducdo é o processo de
introducdo de uma nova ideia, a formulacdo de uma conjetura; a indugdo corresponde ao
passo seguinte, o teste da conjetura em mais dados. Para estes autores, o processo de
generalizagdo ocorre quando ha aceitacdo de uma forma geral obtida por um processo
ciclico de abducdo e inducdo. S6 o fim deste ciclo d4 lugar a dedugdo, que envolve
explicacdo, argumentacio e prova.

Estes estadios estao de igual modo estabelecidos na defini¢do de raciocinio de Lannin,
Ellis e Elliot (2011): “o raciocinio matemdtico ¢ um processo evolutivo que inclui
conjeturar, generalizar, investigar porqué, e desenvolver e avaliar argumentos” (p. 10).
Estes autores estabelecem um modelo do processo de raciocinio matematico que
relaciona de forma interativa a conjetura e generalizacdo, a compreensao do “porqué” e
a justificacdo ou refutacdo. Cada um destes aspetos € dividido em compreensdes
essenciais que o aluno deve possuir por forma a poder exercer o raciocinio nas diversas
etapas. Conjeturar inclui o raciocinio sobre relacdes com vista a estabelecer afirmacdes
que se procura que sejam verdadeiras embora nao se saiba; generalizar envolve a busca
de aspetos comuns entre casos ou a extensdo do raciocinio para 14 do dominio inicial.
Na compreensdo do porqué o raciocinio leva a pesquisa de varios fatores que podem
explicar porque € que a generalizacdo € verdadeira ou falsa. A justificacdo é um
argumento légico baseado em ideias previamente compreendidas. Uma refutacdo
envolve demonstrar a falsidade de um caso particular. A justificacdo e a refutacdo
incluem a avaliacdo da validade dos argumentos. Uma justificacdo vélida de uma
afirmacdo geral ndo pode basear-se em argumentos de autoridade, percecdo, senso
comum ou exemplos. Assim, pode estabelecer-se um paralelo com os tipos de
raciocinio anteriormente apresentados. A conjetura e generalizacdo encaixam no
raciocinio abdutivo e indutivo; a justificacdo ou refutacdo relacionam-se com o
raciocinio dedutivo; e a compreensdo do porqué é um processo que permeia ambos,
permitindo quer refutar conjeturas e reiniciar o ciclo abdutivo com nova ideia, quer
confirmar a plausibilidade de generalizacdo feita de modo a poder avancar para o
processo dedutivo de justificagao.

O papel da visualizacao e da intuicio e as suas relacoes com a prova

Para Zimmerman e Cunningham (1991), a visualizag@o € o processo de formar imagens
(mentalmente, com papel e ldpis ou com apoio da tecnologia) e usar tais imagens
eficazmente na descoberta e compreensdo matemdtica. De acordo com Arcavi (2003), a
visualizacdo € central para aprender e fazer matemdtica, ndo sé pelo seu papel
ilustrativo mas também como uma componente-chave da resolu¢do de problemas e do

raciocinio, incluindo neste a prova.

O raciocinio espacial é o processo de formar ideias através de relacdes espaciais entre
objetos (Jones, 2001). De entre as vérias formas de atividade mental, € esta que torna
possivel a criagdo de imagens espaciais e a sua manipulacdo no decurso da resolucdo de
problemas praticos e teéricos. E largamente reconhecido o importante papel do
raciocinio espacial em matemdtica, particularmente em geometria, e, deste modo, é
necessario reforcar o ensino e a aprendizagem da matemadtica através da via da
constru¢do da intui¢do e percecdo espacial dos alunos (Jones, 2010). O pensamento
intuitivo, baseado na visualizacdo e conduzindo a descoberta, € uma carateristica a
desenvolver nos estudantes por proporcionar o desenvolvimento de processos de

raciocinio abdutivo através da introducdo de novas ideias e formulagdo de conjeturas.
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Atyiah (2001) defende que a intuicdo € a nossa arma mais poderosa. As tarefas de
indole investigativa ou exploratdria, em geometria, por exigirem o contacto prévio com
uma ou mais ideias geométricas que podem surgir de forma intuitiva mas que os alunos
sao instados a aprofundar para poderem prosseguir no sentido da formulagdo e
verificacdo de conjeturas, proporcionam aos alunos a oportunidade de descrever
carateristicas e relacdes entre objetos geométricos, de modo a fazer inferéncias e assim
usar e desenvolver o raciocinio espacial.

Os alunos nao podem resolver problemas geométricos se nao tiverem criado imagens
geométricas (Fujita & Jones, 2002). Os autores usam o termo cunhado por Godfrey
(1910), olho geométrico — o poder de ver propriedades geométricas a destacar-se de
uma figura -, como uma ferramenta poderosa para a constru¢do da intuicdo geométrica.
Este poder é desenvolvido com a realizagdo de tarefas praticas tais como desenhar e
fazer medicoes em figuras geométricas.

No entanto, se é certo o papel crucial da intui¢do, as interagdes entre a atividade
matemdtica formal e intuitiva, fundamentais para o raciocinio geométrico, sao
complexas e dificeis de identificar. Quando é que cada uma comega ou acaba? Fujita e
Jones (2002) defendem que o ensino da geometria pode ser aperfeicoado se se
estabelecer uma ligacao mais direta entre intui¢@o e teoria. Isto €, a abordagem dedutiva
e intuitiva devem reforcar-se mutuamente durante a resolucdo de problemas
matemadticos. Na mesma linha, Ball, Hoyles, Jahnke e Movshovitz-Hadar (2002)
argumentam que a prova deveria ser parte do processo de resolu¢do de problemas, ou
seja, os problemas deveriam incluir como ultima fase a prova das conjeturas feitas.
Deste modo podem preparar-se os estudantes para relacionar ideias, esbocar e
transformar diagramas, permutar entre diferentes representacdes, conduzir experiéncias
e combinar a experiéncia com a dedugdo.

No ambito da geometria, a visualizagdo tem tido sempre um papel importante no
processo de raciocinio matemdtico. De facto, usualmente os problemas geométricos
apresentam no enunciado, ou entdo requerem, o uso de desenhos ou diagramas para uma
melhor compreensao inicial e posterior estabelecimento de inferéncias. No entanto, hoje
em dia, o uso intensivo de computadores permite melhorar a abordagem classica com
graficos estaticos, facultando o uso de estruturas dinamicas com animagdo. Esta nova
funcionalidade abre um mundo de possibilidades a abordagem dos problemas
geométricos. A utilizacgdo de um AGD fornece as figuras uma ldgica de
condicionalidade, como resultado da sua constru¢do numa hierarquia de relacdes
(Arzarello, Bartolini Bussi, Leung, Mariotti & Stevenson, 2012). Este aspeto é evidente
no modo arrastar, com o qual podemos ver se uma solucao € valida: se e sé se a figura
no visor permanecer estivel com o teste de arrastar. Em ambientes de geometria
dinamica as abdugdes — hipdteses exploratérias iniciais — podem ser testadas
rapidamente em muitos dados, percorrendo assim duma forma eficaz a fase indutiva,
deixando o caminho mais livre para o ultimo passo: a fase dedutiva. Na verdade,
embora passar o teste de arrastar possa ser suficiente para os alunos, € necessario
convencé-los da importancia de justificar a solu¢do de modo a explicar aos outros
porque € que ela funciona. Deste modo, a justificacdo tem a sua razdo de ser como parte
duma interagao social.

Metodologia

Adotou-se uma abordagem exploratéria de indole qualitativa através de uma experiéncia
de ensino envolvendo os alunos na exploracdo e resolucdo de tarefas matemaéticas



desafiantes, das quais se relata uma. Os participantes eram 25 alunos de uma turma do
11° ano de uma escola publica. No momento da experiéncia, estavam a aprender
geometria analitica no plano e no espacgo, lidando com propriedades elementares de
figuras planas e sélidas. Os dados foram analisados de um modo descritivo e
interpretativo, incluindo observacdo e fotografia do trabalho dos alunos, notas pela
professora acerca da aula e andlise dos relatérios de atividade realizados pelos alunos na
aula. A professora € a primeira autora deste texto.

A tarefa, apresentada na Figura 1, resultou da adaptacdo e simplificacdo para um
triangulo de um problema idéntico, mas aplicado a um pentdgono, descrito em
Bernardes et al. (2004).

INVESTIGAGAO — PONTOS MEDIOS

Organizacido Material necessario o
. . =
Trabalho em pares. Material de desenho. Gepgebra (optional). .
o A « . B
S3o dados trés pontos ndo colineares A, Be C. .

Estes s&o os pontos médios dos lados de um tridngulo desconhecido [PQR].
Reconstrdi o trifngulo inicial.

Elzbora um relatdrio onde registes
*  Dificuldades sentidas
*  Processo desenvolvido (todas as tentativas e experiéncias realizadas; as conclustes a que chegaste,
justificando-as).

Figura 1. Tarefa apresentada aos alunos

Os alunos trabalharam em pares (¢ um trio) e tinham um computador disponivel para
cada par. Nao foi dada orientacdo direta para a resolucdo por parte da professora, que
circulou pela turma observando o trabalho dos alunos e por vezes colocando questdes de
modo a compreender ou esclarecer para si propria o pensamento dos alunos. A tarefa
desenrolou-se em duas aulas. A primeira aula durou 90 minutos, no final da qual os
alunos elaboraram um relatério escrito do seu trabalho, alguns utilizando o computador
e outros a mao, conforme sua escolha. Alguns dias depois a aula foi complementada
com outra, em que nos primeiros 30 minutos os alunos tiveram a oportunidade de
melhorar o seu relatério, depois de alguns comentdrios da professora acerca da
necessidade de explicacdo e justificacdo completa das agdes descritas. Depois deste
trabalho, houve um tempo para discussdao das resolucdes e sintese dos aspetos mais
relevantes, designadamente a escolha das melhores provas matemaéticas e porqué.

Embora o uso do Geogebra fosse opcional, todos os pares recorreram ao software. A
turma ja estava familiarizada com esta aplicacao desde o ano anterior. Também j4 tinha
realizado por diversas vezes tarefas de indole exploratdria e relatorios escritos de
atividade.

Resultados e Discussao

Apresentam-se em seguida alguns relatos significativos de sala de aula que podem
iluminar o raciocinio dos alunos enquanto trabalhavam na tarefa e faziam o relatério
escrito. Estes relatos resultam da observacao, complementada com notas da professora
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imediatamente a seguir a aula, e dos relatérios escritos realizados por cada par de
alunos.

Relato 1

O par (J-F) optou por uma estratégia de tentativa e erro. Utilizaram um processo muito
elementar, como se estivessem a usar material manipuldvel, o que lhes deu seguranca na
abordagem do problema. Este procedimento foi possivel tirando partido das capacidades
dindmicas do Geogebra (Figura 2):

Figura 2. Inicio e fim do processo

Tracamos uma reta que unia um ponto D ao ponto A, e sabendo essa
distancia marcamos um ponto E inserido na reta DA que estava a mesma
distancia de A que o ponto D. [...] Manobrando o ponto B, fizemos com
que este se enquadrasse como ponto médio da reta EF".

Entdo prosseguiram até que o tridngulo estivesse inteiramente construido, mas ndo
justificaram o procedimento. Estes dois alunos costumam ser extremamente sucintos
nas respostas que ddao e relutantes em dar explicagdes, embora instados a isso,
considerando que nao é necessario. No entanto, na aula seguinte, o par acrescentou um
5° passo ao seu relatdrio, onde registou:

ABIIDF, CBIIAE e ACIIEB por causa da semelhanca dos triangulos EDF
e EAB: tém um angulo congruente, E, e lados proporcionais. Logo, os
lados sdo paralelos.

Relato 2

O par (A-H) trabalhou ao contrdrio sem se aperceber, por ma interpretacdo: marcaram
primeiro o tridangulo PQR, os pontos médios dos lados e construiram o tridngulo ABC.
Tiveram consciéncia disso depois, quando se aperceberam que a constru¢ao niao passou
o teste “arrastar’: assim ndo podiam mexer os pontos A, B e C marcados a partida, ou
seja, estes ndao eram livres.

Numa primeira tentativa desenhamos o tridngulo [PQR], e a partir desse
mesmo tridngulo descobrimos os pontos médios A, B e C. Mas ndo era
isso o pretendido, porque fizemos o processo ao contrdrio. Através do
geogebra so conseguimos mudar de posicdo o tridngulo [PQR] e ndo os
pontos A, B e C.

! As frases em itdlico sdo citacdes dos relatérios.



Contudo, o par (R-S) trabalhou do fim para o principio sabendo o que estava a fazer: foi
para detetar alguma coisa que lhes permitisse concluir sobre a relacdo entre os dois
tridngulos. E viram: cada lado do tridngulo original poderia obter-se tragando uma
paralela a cada lado do tridngulo dos pontos médios passando pelo vértice oposto.
Usaram assim este método de trabalhar do fim para o principio como uma estratégia
poderosa de resolugdo de problemas que lhes permitiu descobrir o procedimento a
adotar para o problema dado. E depois trataram de justificar o procedimento, explicando
porque € que ele funciona. Para isso usaram conhecimentos sobre tridngulos
semelhantes.

Construimos em primeiro lugar o tridngulo que queriamos achar, com
pontos genéricos. De seguida, ainda no geogebra, achamos os pontos
médios do triangulo, e com estes trés pontos achamos o tridngulo de
dentro, ou seja, tentamos resolver o problema por uma possivel solugdo.
Ao termos estes tridngulos desenhados reparamos que o tridngulo DEF é
congruente com mais trés triangulos e estes juntos formavam o tridngulo
ABC. Por isso preferimos analisar o tridngulo ADE. Este é semelhante
ao tridngulo ABC porque os dois possuem o mesmo dngulo em A, e os
lados sdo proporcionais visto que estamos a falar de pontos médios, e
portanto concluimos que a reta DF é paralela a EC. Assim ficamos a
descobrir que o processo de construgdo estava certo.

Relato 3

No trio P-M-U, P teve a intui¢do de que era preciso tragar uma paralela a cada lado pelo
vértice oposto, mas sem ter disso consciéncia. A Figura 3 e o seguinte didlogo com a
professora sdo evidéncia deste ponto:

Figura 3. Intui¢@o de P acerca do tragado de paralelas

P desenhou no seu caderno o tridangulo ABC com um lado horizontal e afirmou:

P: Tracamos aqui (apontando o 3° vértice) uma reta horizontal.
Professora: Horizontal? E se o tridngulo fosse este? (e desenhou outro
triangulo sem lados horizontais).

P tragou uma paralela ao lado pelo 3° vértice sem usar palavras.
Professora: Entdo como tracaste a reta?

P: Uh ... ndo sei... ah, paralela, claro!



Este trio, para provar que o seu processo, obtido intuitivamente, estava correto, mediu
as distancias de cada um dos pontos A, B, C aos novos pontos encontrados,
confirmando que aqueles eram de facto os pontos médios.

Com isto, construimos o tridngulo pretendido, no qual, para verificar a
veracidade da nossa conclusdo, medimos a distincia dos pontos médios
aos pontos extremos do triangulo, tendo as medidas coincidido.

Os alunos ndo se aperceberam que este método verifica para o triangulo desenhado mas
ndo constitui uma prova matemadtica porque nao prova para todos os tridngulos. Esta
questdo foi-lhes explicada pela professora na aula seguinte e o grupo produziu entdo o
seguinte argumento:

O tridngulo formado pelos vértices dados A, B e C tem drea Y do
original. Concluimos entdo que o tridngulo dos pontos médios é uma
reducdo do original, sendo estes triangulos semelhantes. Este critério
aplica-se a qualquer tridngulo, porque envolve semelhanca de
triangulos, que é uma teoria matemdtica na matéria das figuras
geométricas.

Relato 4

O par C-L desenhou a partida um triangulo equildtero que conduziu ao procedimento
evidenciado na Figura 4.

Figura 4. Abordagem do par C-L

No entanto, aperceberam-se que este procedimento ndo se adapta a um tridngulo
qualquer, e expressaram-no no relatério:

E de notar que neste exemplo especifico foi possivel tracar as
circunferéncias desta maneira. Se os pontos estivessem dispostos de
outro modo poderia jd ndo ser possivel desenhar as circunferéncias e
consequentemente, o tridngulo.

A tendéncia para desenharem tridngulos equildteros mesmo quando se fala de um
triangulo qualquer conduz a uma visdo limitada do problema. Quando os alunos
tomaram consciéncia desse facto poderiam ter tentado outra abordagem, mas na
realidade tal ndo aconteceu.



Relato 5

O par D-N encarou o problema doutro modo. Construiram o tridngulo DEF, os pontos
médios dos seus lados, e o transformado por simetria central de cada vértice
relativamente ao ponto médio do lado oposto (Figura 5).

Figura 5. Abordagem do par D-N

Num tridngulo, fazendo a reflexdo de cada vértice no ponto médio do
triangulo inicial, obtemos um vértice do tridngulo ABC; porque a
distancia que existe (por exemplo) entre DJ é igual a distancia que existe
entre JB. [...] Para comprovarmos a nossa teoria, verificamos fazendo a
reflexdo dos pontos médios pelo segmento de reta oposto do triangulo
formado pelos pontos médios. Os pontos originados coincidiam com os
pontos Q, P e R.

Infelizmente ndo justificaram completamente este procedimento, sobretudo por se ter
estabelecido alguma confusdo com tantos pontos médios e entre simetria central e axial,
e mudaram para o processo mais comum do tracado de paralelas.

Relato 6

Este relato € aqui incluido essencialmente para evidenciar o papel da visualizacdo no
ataque ao problema. O par M-I que expressa no inicio do relatério a importancia de um
modo particular de ver o problema quando se lembraram de unir os pontos dados:

Ao principio sentiram-se algumas dificuldades a iniciar uma resolucdo
por ndo se saber como comecar. Comegou-se por esbocar o tridngulo
original mas sem sucesso pois ndo se sabia quais eram as inclinacoes
dos lados do tridngulo. Posteriormente, com os trés pontos A,B,C que
sdo dados, desenhou-se um triangulo [ABC]. Este seria o primeiro passo
para a resolugcdo que se elaborou.

Estas alunas prosseguem a sua resolucdo com base na semelhanga de triangulos.

Sintese

Como estes relatos evidenciam, foram usadas vdrias estratégias tteis de resolugdo de
problemas, tais como desenhar uma figura, usar tentativa e erro ou trabalhar do fim para
o principio.



A visualiza¢do permitiu em todas as circunstancias atacar o problema. Quase todos os
alunos uniram os pontos dados inicialmente, o que parece 6bvio mas de facto ndo é. S6
o par M-I, descrito no relato 6, se apercebeu da importancia de fazer tal construgdo, por
ndo lhes ter surgido essa ideia de imediato, como depois explicaram. Na verdade, a
visualizacdo dos segmentos que constituem os lados do tridngulo dos pontos médios é
que permitiu raciocinar sobre as relagdes espaciais entre estes e os lados do tridngulo
inicial e fazer inferéncias produtivas no sentido da resolugao.

A intuicdo também teve um papel preponderante no processo. De facto, a maioria dos
grupos, ao desenhar pelo ponto A (e B e C) um segmento do qual A fosse o ponto
médio, ignorando a direcdo desse segmento entre uma imensa variedade de hipdteses,
tiveram a intuicdo de que este segmento deveria ter a mesma dire¢do que o segmento
[BC], e como tal tiraram uma paralela. Cerca de 40% dos alunos ficaram por aqui.
Outros quiseram confirmar que, com esta construcdo, tinham obtido trés segmentos dos
quais A, B e C eram realmente os pontos médios, medindo, e confirmando assim que o
processo de construcdo, obtido intuitivamente, estava correto. Outros ainda quiseram ir
mais longe, citando a semelhanga de tridngulos obtida por efeito do paralelismo, ou,
trabalhando do fim para o principio, provando que eram realmente paralelas.

Embora a maioria dos alunos tivesse abordado o problema através do paralelismo,
congruéncia e semelhanca de tridngulos, surgiram outros processos de resolu¢do: um
deles consistiu em desenhar circunferéncias centradas nos pontos dados, num
procedimento apenas adequado para tridngulos equildteros. Isto pode ter acontecido
devido a tendéncia para desenhar um tridngulo equildtero mesmo quando ¢ dado um
tridangulo qualquer. Outro processo consistiu em determinar o transformado por simetria
central de cada ponto inicial relativamente ao ponto médio do lado oposto.

A geometria analitica foi usada por vdrios grupos, ao marcarem pontos com
coordenadas precisas e registar os dados para medir distancias, mas isto foi devido ao
facto de o Geogebra apresentar o referencial. A medi¢do € uma acdo concreta que da
seguranca aos alunos fazendo-os sentir mais confortdveis na abordagem. Este facto foi
util para alguns pares se convencerem da corre¢do da sua constru¢do. Por exemplo, um
par refere no relatério: Nos medimos o perimetro e a drea de ambos os tridngulos. O
maior tinha o perimetro duplo e a drea quddrupla do outro, por isso sdo semelhantes.

Ninguém usou vetores, embora ja tivessem trabalhado com essa ferramenta no ano em
curso. Aparentemente, quando ndo tém orientacdo da parte do professor, os alunos
recorrem mais frequentemente a ferramentas matematicas com que estdo mais
familiarizados. E o caso, nesta tarefa, da semelhanca de tridngulos.

A aula complementar, na qual a professora pediu aos alunos para melhorar ou completar
o seu trabalho, fez com que mais alguns estudantes sentissem a necessidade de justificar
com argumentos genéricos 0s seus procedimentos, baseados em propriedades
matemadticas conhecidas, de modo a poderem constituir uma conclusdao vélida para
qualquer triangulo.

A Concluir

A tarefa descrita envolvia essencialmente uma abordagem construtiva, ou seja, 0s
alunos tinham de criar um método de construcdo, e ndo apenas interpretar ou analisar
afirmacdes dadas e tirar conclusdes. Esta carateristica proporcionou uma maior
motivagdo para o trabalho. Os alunos comegaram por fazer experiéncias, evoluiram para
a andlise de exemplos e a elaboracdo e teste de conjeturas. Neste percurso a visualiza¢do



permitiu o desenvolvimento da intui¢cdo geométrica, o acima citado olho geométrico
(Fujita & Jones, 2002). Na verdade, a experimentacdo e as tentativas de construcao
observadas, quer em papel quer com o AGD, permitiram uma perce¢do intuitiva das
ideias matematicas em jogo. Por exemplo, praticamente todos os alunos tiveram a
intuicdo de que era necessdrio tirar por um ponto uma paralela ao segmento formado
pelos outros dois pontos. Quase a0 mesmo tempo, incorporaram o uso de argumentos
construidos sobre propriedades geométricas conhecidas, de modo a explicar e justificar
as suas acoes e resultados, ou refutd-los. Foram detetadas carateristicas do raciocinio
estabelecidas por Lannin et al. (2011) designadamente no desenvolvimento de
construgdes das quais os alunos t€ém a conviccao de que sdo verdadeiras mas podem nao
ser, explicando porque é que sdo verdadeiras ou refutando-as se o teste em mais dados
falhar, e construindo uma justificacdo vélida para uma afirmacgao geral.

Um importante fio condutor desta experi€éncia diz respeito ao uso de AGD: este
proporcionou uma base concreta para a abordagem do problema e facilitou o teste de
conjeturas em muitos tipos de tridngulos com o modo arrastar. Esta carateristica
permitiu também a refutacdo de construcdes e aumentou a confianga no estabelecimento
de conjeturas em geometria, mas nao necessariamente no sentimento da necessidade de
uma prova valida, ou na capacidade para produzir alguma. De facto, cerca de 40% dos
alunos ndo forneceram prova formal, embora tenham sido instados a fazé-lo.

A tarefa, proporcionando uma abordagem mista experimental e dedutiva a resolugdo de
problemas (Fujita & Jones, 2002; Ball et al., 2002), revelou ter potencial para
desenvolver o raciocinio matematico em todas as suas carateristicas. De facto, o ataque
inicial do problema apoiou-se na visualizacdo e na intuicdo, e na realizacdo de vdrias
experiéncias, o que permitiu o estabelecimento de hipdteses iniciais ou conjeturas,
evidenciando o raciocinio abdutivo. As carateristicas dinamicas do AGD permitiram
testar a conjetura feita em muitos tipos de tridngulo de modo rdpido, aceitando-a ou
refutando-a, colocando em realce o raciocinio indutivo. Finalmente, atingida uma forma
geral plausivel, a maioria dos alunos procurou explicar, justificar e, em varios casos,
provar porque funcionava, utilizando assim o raciocinio dedutivo.
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